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Egzamin maturalny z matematyki dla klasy 3 e Poziom rozszerzony

Kartoteka
Numer Wymagania szczegolowe Maksymalna
sadania Wymagania ogdlne ) liczba
Uczen: punktéw
II. Wykorzystanie i interpretowanie ) d.u je zwiazkd FrHarowe w .ﬁgurach
1 . plaskich z zastosowaniem twierdzenia 1
reprezentacji . Lo . .
sinuséw i cosinuséw (7.5r)
) I. Wykorzystanie i tworzenie na podstawie wykresu funkcji y = f (x) ]
informacji szkicuje wykresy funkcji y = | f (x)| (4.1r)
II. Wyk ieii i . e
3 Wy orzy's.tanle i interpretowanie stosuje wzory Vidtea (3.17) ]
reprezentacji
4 II. Wykorzystanie i interpretowanie wyznacza wyrazy ciggu okreslonego wzorem )
reprezentacji rekurencyjnym (5.1r)
5 I1. Wykorzystanie i interpretowanie oblicza pochodne funkcji wymiernych ]
reprezentacji (11.2r)
6 II. Wykorzyftanle i interpretowanie oblicza granice funkcji (11.17) )
reprezentacji
7 II. WykorZY.s.tame i interpretowanie oblicza granice funkeji (11.17) )
reprezentacji
8 I1. Wykorzystanie i interpretowanie oblicza prawdopodobienstwo warunkowe 5
reprezentacji (10.2r)
9 II. Wykorzystanie i interpretowanie stosuje wzOr na n-ty wyraz ciaggu 3
reprezentacji arytmetycznego (5.3p)
10 V Rozumowe.mle stosuje wzory Viétea (3.1r) 3
1argumentacja
stosuje wzory na sinus i cosinus sumy
11 IV. Uzycie i tworzenie strategii i réznicy katéw, sume i roznice sinusow 3
i cosinuséw katow (6.5r)
rozpoznaje figury podobne i jednokltadne;
12 IV. Uzycie i tworzenie strategii wykorzystuje (takze w kontekstach 3
praktycznych) ich wtasnosci (7.4r)
13 IV. Uzycie i tworzenie strategii postuguje sie rownaniem okregu (8.51) 6
14 | V. Rozumowanie i argumentacia rozwigzuje réwnania i nierdwnosci 5
kwadratowe z parametrem (3.2r)
stosuje trygonometrie do obliczen dtugosci
15 IV. Uzycie i tworzenie strategii odcinkdéw, miar katéw, pol powierzchni 5
i objetosci (9.6p)
oblicza prawdopodobienstwa w prostych
16 IV. Uzycie i tworzenie strategii sytuacjach, stosujac klasyczna definicje 5
prawdopodobienstwa (10.3p)
. stosuje pochodne do rozwigzywania
17  |III. Modelowanie matematyczne c N 7
zagadnien optymalizacyjnych (11.6r)
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Egzamin maturalny z matematyki dla klasy 3 e Poziom rozszerzony

Schemat oceniania zadan zamknietych

Numer zadania 1 2 3 4 5 6
Poprawna odpowiedz B C B D D A
Punktacja 0-1 0-1 0-1 0-1 0-1 0-1

Za kazda poprawng odpowiedz — 1 punkt.

Schemat oceniania zadan z kodowana odpowiedzia

Numer zadania 7 8
Poprawna odpowiedz 714 142
Punktacja 0-2 0-2

Za kazde poprawne zakodowanie liczby - 2 punkty.

Zadanie 7. (0-2)
Przykladowe rozwiazanie

. —1+2x+5x° 23x+12 —1+2x+5x . 23x+12
lim > —hmz—:
X300 7x° =3 7x*+3 xe0 Tx" 43
-1 2 12
—+—+5 +— 5
=lim*—* — _lim*—X ==_0=0,714285...
X—>00 7_3 X—>o0 i 7
x’ x’

Nalezy zakodowac kolejno cyfry 7, 1, 4.

Zadanie 8. (0-2)
Przykladowe rozwiazanie

Wszystkie wyniki tego doswiadczenia losowego s3 jednakowo prawdopodobne i jest ich 26,
czyli 64.

Niech A oznacza zdarzenie - orzel nie wypadl ani razu, a B zdarzenie - reszka wypadla wiecej
niz cztery razy.

P(A|B)= —P(?(E)B)
- 7

P(ANB)=— o

. P(B
S
Zatem P(A|B)= % =%_ 0,14285.

64
Nalezy zakodowac kolejno cyfry 1, 4, 2.
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Egzamin maturalny z matematyki dla klasy 3 e Poziom rozszerzony

Schemat oceniania zadan otwartych

UWAGA OGOLNA

e Za prawidlowe rozwigzanie zadania inng metodg niz przewidziana w schemacie punktowania
nalezy przyzna¢ zdajacemu maksymalna liczbe punktow.

e Za czg$ciowe rozwigzanie zadania inng metodg niz przewidziana w schemacie rozwigzania
nalezy przyzna¢ zdajacemu liczbe punktow adekwatna do wykonanych czynnosci.

Zadanie 9. (0-3)

Przykladowe,r'oz.wi_aé.zanie , 2018 42018 + ( n— 1) ,
Oznaczamy rdznice ciggu (an) przez r. Wowczas S, = 5 :

n

2018+2018+(n—1)r
2

Z warunkéw zadania a, # 0 wynika, ze n musi by¢ liczbg naturalng wigksza niz 1.

2018+2018+(n—1)r

Poniewaz S, =0, to n=0

Zatem rownanie

-n=0 jest rGwnowazne rownaniu

2
2018+2018+(n—1)r _ 0
; =

Stad wyznaczamy réznice ciggu (an )
(n—1)r =—-4036

4036
r=-—

n—1

Wyznaczamy wzér na sume S, wszystkich 2n poczatkowych wyrazéw ciagu (an )

201842018+ (2n—1)r

- 5 2n
4036
S,, = (4036+ (2n— 1)-(— D ‘n
n—1
_4036n—4036—-8072n+ 4036 ,
2n n— 1
__4036n°
2n n— 1
Schemat oceniania
Rozwiazanie, w ktorym jest istotny postep .......ccccceveveiiiiiiiiiiiiiiiiniiiininiinnnen. 1 punkt.
o _ o 2018+2018+(n—1)r
Zapisanie réwnania wynikajacego z warunku §, = 0: 3 n=0.
Pokonanie zasadniczych trudnos$ci zadania ...........cocoeeviiiiiiiiiiiiiiniiiinn, 2 punkty.
4036
Wyznaczenie roznicy ciggu (an ): r=-— T
n —
Rozwigzanie pelne ........cooeviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiinri e 3 punkty.
4036n”
Wyznaczenie wzoru na sume S, : S, =— T
n —
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Egzamin maturalny z matematyki dla klasy 3 e Poziom rozszerzony

Zadanie 10. (0-3)

Przykladowe rozwiazanie
Podstawiamy ¢ za x*. Z zalozenia dane réwnanie ma cztery rézne rozwigzania, stad rdwnanie

1
th + (b — l)t +b* =0 ma dwa rézne dodatnie rozwigzania rzeczywiste. Oznaczamy

je jako t, oraz t,. Rozwigzania réwnania Zx“ +(b—1)x* +b* =0 s3 zatem réwne:

NS

Obliczamy iloczyn tych rozwigzan.

e N By

1
Na podstawie wzoréw Viete'a dla réwnania th +(b—1)t +b” =0 otrzymujemy
2

£t = T = 4b*, co nalezalo udowodnié.

1 72

4

Schemat oceniania
Rozwiazanie, w ktorym jest istotny postep .......cccoceviviiiiiiiiiiiiiiiiiniiiniiiinnnn. 1 punkt.

Zapisanie danego réwnania po podstawieniu x> = t w postaci th +(b—1)t+b* =0 i ustalenie,
ze otrzymane rownanie o niewiadomej ¢ ma dwa rézne dodatnie rozwigzania.

Pokonanie zasadniczych trudnos$ci zadania ...........cocoeeviiiiiiiiiiiiiiiiiinn 2 punkty.
Zapisanie wszystkich rozwigzan réwnania —x* +(b—1)x’> +b° =0 w zaleznosci od t oraz ich

iloczynu: \/Z(—\/Z)\/Z(—\/Z) =t 1,

Rozwigzanie pelne .......ccooiiiiiniiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiri e eeas 3 punkty.
Zastosowanie wzoréw Viete'a i uzasadnienie tezy twierdzenia.

Zadanie 11. (0-3)
Przykladowe rozwiazanie

Poniewaz:
cosx+sin3x =0

. i
cosx+sin3x =cosx+ cos(z - 3x]

| INES

T
cosx+ cos| ——3x |=2cos -COS
2 2

zatem rownanie cosx + sin3x = 0 jest rownowazne rownaniom:

© Copyright by Wydawnictwa Szkolne i Pedagogiczne 2018 5



Egzamin maturalny z matematyki dla klasy 3 e Poziom rozszerzony

x+£—3x x—E+3x
2cos 2 - COS 2 =0
2 2
cos(ﬁ—x)-cos(Zx—E) =0.
4 4
Stad
T T

iy +kn lub 2x-— g = §+ km, gdzie k jest liczbg calkowita,

X = —% —kn  lub x= %t+ kg, gdzie k jest liczbg catkowita.

Zatem uwzgledniajac warunek, ze rozwigzania maja naleze¢ do przedzialu <n; 2n>,

. 7 15
otrzymujemy: X =T lub x:%n, lub ngn.

Schemat oceniania
Rozwigzanie, w ktorym jest istotny postep .......ccocevvviiiiniiiiiiiiininiininine. 1 punkt.
Zapisanie danego réwnania w postaci zawierajacej tylko jeden rodzaj funkcji

T
trygonometrycznych: cosx + cos ' 3x [=0.

Pokonanie zasadniczych trudnos$ci zadania ...........ocoveviiiiiiiiiiiiiiinn, 2 punkty.

T
Zapisanie lewej strony réwnania cosx + cos (3 - 3x) =0 w postaci iloczynu i rozwigzanie
T T
jednego z réwnan: cos(z - x) =0 lub cos(Zx = ZJ =0 dla wszystkich liczb rzeczywistych

(lub w przedziale <TC; 271:>): np. x = —% —km lub x = %t+ kg, gdzie ke C.

Rozwigzanie pelne ..........cocveviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii 3 punkty.
. ) , . .. . . 7 11
Rozwigzanie danego rownania o niewiadomej z przedzialu <Tc; 2n>: x= Zn lub x= En,
15
lub x = —m.
8
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Egzamin maturalny z matematyki dla klasy 3 e Poziom rozszerzony

Zadanie 12. (0-3)

Przykladowe rozwiazanie

Przyjmujemy oznaczenia jak na rysunku, na ktérym E jest srodkiem przekatnej AC, F jest
srodkiem przekatnej BD trapezu ABCD, G jest srodkiem ramienia BC.

Rozpatrujac trojkaty ABC, BCD i korzystajac z zalozen, uzyskujemy, na podstawie twierdzenia
odwrotnego do twierdzenia Talesa, ze EF || AB.

A B

Wybieramy na ramieniu AD trapezu punkt H taki, ze punkty E, F i H s wspolliniowe. Punkt H
jest zatem $rodkiem boku AD na podstawie twierdzenia Talesa. Z twierdzenia o linii $rodkowe;j

1
trojkata, zastosowanego do trdjkata ACD, mamy |EH | = 5|CD| .Podobnie w tréjkacie ABD mamy

1 1 1 |AB|-|CD| _ ,
|FH| - E|AB|. Zatem |EF| = |FH| - |EH| = E|AB| —5|CD| =-————, co nalezalo wykaza(.
Schemat oceniania
Rozwigzanie, w ktorym jest istotny postep........cccoeveviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiininnn 1 punkt.

Wybdr punktu H: punkt H na ramieniu AD trapezu taki, ze punkty E, F i H s wspotliniowe,
oraz uzasadnienie, ze EF || AB.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ............cooeviiiiiiiiiiiiiiiiinenn 2 punkty.
1 1
Zapisanie warunkow |EH | = 5|CD| oraz |FH | = E|AB|.

Rozwigzanie pelne ........ccoeveiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii e 3 punkty.
Przeprowadzenie pelnego dowodu twierdzenia.

Zadanie 13. (0-6)

Przykladowe rozwiazanie
Niech srodek szukanego okregu ma wspoétrzedne S = (x, y). Poniewaz |SA| = |SC

(x+4)2+(y—1)2 =(x—2)2+(y+1)2, stad

, to

X’ +8x+16+y* —2y+1=x"—4dx+4+y" +2y+1
8x—2y+17=—-4x+2y+5

4y=12x+12
y=3x+3
y=3x+3.(1).

© Copyright by Wydawnictwa Szkolne i Pedagogiczne 2018 7



Egzamin maturalny z matematyki dla klasy 3 e Poziom rozszerzony

Przeksztalcamy réwnanie prostej [ do postaci ogoélnej i otrzymujemy 3x+2y —1=0.

3x+2y-1
Woéwczas d(l, S) = %, a poniewaz z zalozenia d(l, S) =13, to
3x+2y-1
Bre2yt]_
Vi3
3x+2y-1]=13.
Ostatnie rownanie jest rownowazne alternatywom:
3x+2y—-1=13 lub  3x+2y-1=-13,
3x+2y=14 lub 3x+2y=-12.(2)
Z warunkéw (1) i (2) otrzymujemy:
3x+2y=14 lub 3x+2y=-12
y=3x+3 " y=3x+3
o= 8
=— —
0 lub {; _
=3

Ostatecznie S = (—2, - 3), bo wspoélrzedne punktu S, zgodnie z warunkami zadania, majg by¢
ujemne.
Obliczamy dlugos¢ promienia szukanego okregu.

r:|SA|:\/(—4+2)2+(1+3)2 =20=25

Zatem réwnaniem rozwazanego okregu jest: (x + 2)2 + ( y+ 3)2 =20.

Niech szukany punkt B ma wspotrzedne (xB Vs )
Zauwazamy, ze aby trojkat ABC byl prostokatny, kat prosty moze by¢ tylko przy wierzchotku
A lub C (gdyby kat prosty byt przy wierzchotku B, odcinek AC bylby Srednica okregu,
a|AC|# 44/5).
Gdy kat prosty w trdjkacie ABC bedzie przy wierzchotku A, to punkt S jest srodkiem odcinka
BC. Stad
= Xp+2 _3= yp—1

2 2
X, =—6, y,=-5.

Analogicznie, gdy kat prosty w trdjkacie ABC bedzie przy wierzchotku C, to punkt § jest
srodkiem odcinka BA. Stad

_2:xB—4 _3:yB+1

2 2
x, =0, y,=-7.

Sa zatem dwa punkty spelniajace warunki zadania: B, = (—6, - 5) oraz B, = (0, - 7).

8 2018 © Copyright by Wydawnictwa Szkolne i Pedagogiczne



Egzamin maturalny z matematyki dla klasy 3 e Poziom rozszerzony

Schemat oceniania

Rozwigzanie, wktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego rozwigzania

Zadania ..o 1 punkt.

Zapisanie réwnania wynikajacego z warunku, ze odcinki SA i SC s3 promieniami szukanego
2 2 2 2

okregu: (x+4) +(y—1) =(x=2) +(y+1).

Rozwigzanie, w ktorym jest istotny postep .......ccoevviviiuiiiniininiiiiiiiiiiiinenannen. 2 punkty.
Zapisanie rownania wynikajacego z warunku, ze srodek szukanego okregu jest oddalony o J13

3 1
od prostej [ o réwnaniu y = —Ex+5: |3x+2y —1| =13.

Pokonanie zasadniczych trudnos$ci zadania ...........cocoveviiiiiiiiiiiiiiiniiiinn, 3 punkty.
Obli(czenie V)vspo’hrzc;dnych srodka danego okregu w obu przypadkach: § = (g, %) oraz
S=(-2,-3).

Rozwigzanie prawie pelne ..........coooviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii 4 punkty.
Wybdr wspdtrzednych srodka okregu spelniajagcego warunki zadania i zapisanie réwnania

szukanego okregu: (x + 2)2 +(y+ 3)2 =20.

RoZWigzanie Pelne ........o.oviiiuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiirrrr e e ees 6 punktow.
Wyznaczenie wspotrzednych obu punktéw lezacych na tym okregu takich, ze tréjkat ABC jest

prostokatny: B, = (—6, - 5) oraz B, = (O, - 7).

Zadanie 14. (0-5)
Przykladowe rozwiazanie

(x—2)4/2+2x+%x2 =m

1

E(x—Z)\/(x+2)2 =m
\/g(x—2)|x+2|=m

(x—2)|x+2|=\/§-m

Rozwazamy funkeje f okreslong wzorem f(x)=(x— 2)|x + 2| dla x € R. Przeksztalcamy wzor
tej funkeji, stosujac definicje wartosci bezwzgledne;j.

X' -4 dla x=-2
f(x)_{—x2+4 dla x<-2

© Copyright by Wydawnictwa Szkolne i Pedagogiczne 2018 9



Egzamin maturalny z matematyki dla klasy 3 e Poziom rozszerzony

Szkicujemy wykres funkgiji f.

e

A~
—

N
—

Niech prosta I ma réwnanie y = 2m.

Odczytujemy:

gdy J2m < —4 lub \2m >0, wykres funkgcji f ma dokltadnie jeden punkt wspoélny z prosta I,
gdy 2m=0 lub \2m = -4, wykres funkcji f ma doktadnie dwa punkty wspdlne z prosta /,
gdy —4< V2m <0, wykres funkgcji f ma doktadnie trzy punkty wspoélne z prosta I.

Stad:

o gdy me(—oo;—Z\/E)u(O;H)o), réwnanie (x—2),/2+2x+%x2 =m ma dokladnie jedno

rozwigzanie,

1
egdym=01Ilub m= ~2+/2, réwnanie (x-2), [2+2x+ Exz = m ma dokladnie dwa rozwigzania,
1
egdy me (—2\/5 ; 0), réwnanie (x - 2)‘ /2 +2x+ Exz = m ma dokladnie trzy rozwigzania.

Schemat oceniania
Rozwigzanie, wktorym postep jest niewielki, alekonieczny na drodze do pelnego rozwigzania
7T N 11 R 1 punkt.

Zapisane danego rownania w postaci: (x - 2)|x + 2| =~/2-m (lub \/%(x - 2)|x + 2| =m).

Rozwiazanie, w ktorym jest istotny postep .......ccocvviviiiiiiiiiiniiiiiiiiiiniiinnnnen, 2 punkty.

Zapisanie wzoru f(x)=(x - 2)|x + 2| tunkgji f, bez uzycia wartosci bezwzgledne;:
_x*—4 dla x>-2
flx)= {—xz +4 dla x<-2.

Pokonanie zasadniczych trudnos$ci zadania ...........c.coeeviiiiiiiiiiiiiiiniiiinn, 3 punkty.
Naszkicowanie wykresu funkgiji f.

101 2018 © Copyright by Wydawnictwa Szkolne i Pedagogiczne



Egzamin maturalny z matematyki dla klasy 3 e Poziom rozszerzony

Rozwigzanie prawie pelne ..........coooviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii 4 punkty.

Odczytanie liczby punktéw wspdlnych wykresu funkcji fz prosta [ o réwnaniu y = Jam:
gdy V2m < —4 lub \2m >0, wykres funkcji f ma dokfadnie jeden punkt wspélny z prosta I,
gdy J2m =0 lub \2m = —4, wykres funkcji f ma doktadnie dwa punkty wspélne z prosta /,
gdy —-4< J2m<o, wykres funkcji f ma doktadnie trzy punkty wspoélne z prosta I.

Rozwigzanie pelne .......c.coveviiuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii e 5 punktow.
Wyznaczenie liczby rozwigzan danego réwnania w zaleznosci od wartosci parametru m:

gdy me (—oo; - 2\/5) U (0; + oo) , rtéwnanie (x —2), [2+2x+ %xz =m ma doktadnie jedno

rozwigzanie,

1
gdym=01lub m= ~24/2, réwnanie (x-2), [2+2x+ Exz =m ma doktadnie dwa rozwigzania,
. . 1, . . .
gdy me (—2\/5 ; 0) , rGwnanie (x - 2) 2+2x+ Ex = m ma dokladnie trzy rozwigzania.

Zadanie 15. (0-5)

Przykladowe rozwiazanie
Przyjmujemy oznaczenia jak na rysunku.

a3

Poniewaz |AD| = b jest dlugoscia wysokosci podstawy, to b = -

Trojkat ADS jest rownoramienny, o kacie migdzy ramionami o mierze ¢. Z twierdzenia
cosinusow dla tego tréjkata mamy

h* =b*+b* —2b’ cosa, stad

3 3 3 3
W = Eaz —Eaz cosa, zatem h = \/Ea2 —Eaz coso .

Zauwazamy, ze d = |BE| = |CE| jest dlugoscia wysokosci tréjkatow ABS i ACS poprowadzonych

do krawedzi bocznej AS ostrostupa.

Poniewaz trdjkaty ACS i BCS sg przystajace, zatem ich pola sa réwne. Stad

© Copyright by Wydawnictwa Szkolne i Pedagogiczne 2018 |11



Egzamin maturalny z matematyki dla klasy 3 e Poziom rozszerzony

1 1
—bd = —ah oraz
2 2

a\/3a2 —éaz coso
243 (3 3
d= 2 2 = \/—\/—az——azcosa.
3 2 2

a3
2

Cosinus kata miedzy $cianami bocznymi ostrostupa wyznaczymy, zapisujac twierdzenie
cosinusow dla trojkata BCE:

a’=d*+d* -2d’cos 3,
2

2d* —a
cosﬂ—T

8(2 3
(az - Eaz cos 0{) —a’

cosﬁz3 >
8(2 , 3,
—| —a"——a’cosx
313 2
4(1—cosa)—1
cosﬁz—( )
4(1—cosa)
3—4coscx
cos = cos
4—4cosc

Schemat oceniania

Rozwigzanie, wktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego rozwigzania
/7T 1 1 punkt.
Wyznaczenie b — dlugosci krawedzi bocznej w zaleznosci od a - diugosci krawedzi podstawy:

pIV3
2

Rozwigzanie, w ktorym jest istotny postep ........cocveviniiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieininnnnn. 2 punkty.
Wyznaczenie diugosci wysokosci $ciany bocznej w zaleznos$ci od dlugosci krawedzi podstawy

3 3
i cosinusa kata B: h= \/Eaz —Eaz cosc .

Rozwigzanie prawie pelne ..........cooviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii e 4 punkty.
Wyznaczenie dlugosci wysokosci tréjkatow ABS i ACS prostopadlych do AS:

243 (3 3
d= i\/—az —=a’cosa.
3 2 2

Rozwigzanie pelne .......c.cooeviiuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii e 5 punktow.
3—4coso

Obliczenie cosinusa kata miedzy $cianami bocznymi tego ostrostupa: cos = 4 :
—4cosa

12| 2018 © Copyright by Wydawnictwa Szkolne i Pedagogiczne
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Zadanie 16. (0-5)

Przykladowe rozwiazanie

Q= {(xl, Xy oees xn) 1X, € {1, 2,0 11} dlai=12,.., n}

Q| =11"

Przyjmujemy oznaczenia:

A - iloczyn liczb na wylosowanych kulach jest podzielny przez 22

A’ —iloczyn liczb na wylosowanych kulach nie jest podzielny przez 22

B - kula o numerze 11 nie zostala wylosowana
C - zadna z wylosowanych kul nie ma numeru parzystego.

Woéweczas
A’=BuUC.
P(A’)=P(BuUC)=P(B)+P(C)-P(BNC)
P(B)=10 P(C)= P(BAC)=-rstad
P(A)= 10: . 6"n ~ s"n _ 10”+6:—5" _

11" 11" 11 11
Zatem

10"+6"-5" _11"-10"-6"+5"
P(A)=1- —— = - :
11 11

Schemat oceniania
Rozwigzanie, wktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego rozwigzania
/TG 8 1 1 punkt.

Wyznaczenie liczby wszystkich mozliwych wynikéw losowania opisanego w zadaniu: |Q| =11"

Rozwigzanie, w ktorym jest istotny postep ........coevuiviiuiiiieiniiiiiiiiniiininennnne. 2 punkty.

Zapisanie, ze zdarzenie polegajace na tym, iz iloczyn liczb na wylosowanych kulach nie jest
podzielny przez 22, jest sumg zdarzenia: kula o numerze 11 nie zostala wylosowana oraz
zdarzenia: zadna z wylosowanych kul nie ma numeru parzystego.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ..........c.coveveiiiiiiiiiiiiiiinininin 3 punkty.
Obliczenie prawdopodobienstw zdarzen kula o numerze 11 nie zostala wylosowana oraz zadna
10" 6"

z wylosowanych kul nie ma numeru parzystego: P (B) =17 P (C )= R

Rozwigzanie prawie pelne .........ccooviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiirr e 4 punkty.
Obliczenie prawdopodobienstwa zdarzenia polegajace na tym, ze iloczyn liczb na wylosowanych

10" +6" 5"
kulach nie jest podzielny przez 22: P(A’)= I
Rozwigzanie pelne .......covviiiiniiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiriiirrr e e eas 5 punktow.

Obliczenie prawdopodobienstwo zdarzenia, ze iloczyn liczb na wylosowanych kulach jest
11" -10" —-6" +5"
11" '

podzielny przez 22: P(A) =
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Zadanie 17. (0-7)

Przykladowe rozwiazanie
Zauwazamy, ze przy ustalonej wysokosci walca najwigksza objetos¢ bedzie mial ten walec, ktéry

jest styczny do $cian bocznych ostrostupa. Warto zatem rozwaza¢ tylko takie walce.

a

Niech r oznacza dlugo$¢ promienia walca, gdzie r € (O; a) ,ah oznacza wysokos$¢ walca. Wowczas

Ez h , stad h:—H(a—r).

a a—r a

Wyznaczamy objetos¢ walca:
Hla-r TH
V=nr’h=mr (a-1) =——7r’ +nHr".
a a

H
Nalezy obliczy¢, dla jakiego r e(O;a) funkcja V okreslona wzorem V(r)= SRLLISI T8
a

przyjmuje warto$¢ najwieksza.

Wyznaczamy pochodng funkcji V:

TH 3
V’(r)=—3—r2+27tHr=—7tHr Zr=21.
a a

Nastepnie obliczamy jej miejsca zerowe:
V'(r)=0

—TcHr(ir - 2) =0
a
2
r=0 lub r=—-a.
3
Zatem jedynym argumentem ,podejrzanym” o ekstremum lokalne w rozwazanym przedziale
. 2
jest r=—a.
o 2 , 2 . . 2
Poniewaz V'(r)>0 dla r e O;EQ oraz V'(r)<0 dlare L , wiec w przedziale O;ga
2
funkcja V jest rosnaca i w przedziale <§a; a) funkcja V jest malejaca.

2
Stad wynika, ze w punkcie r = ga funkcja V przyjmuje warto$¢ najwigksza.
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Obliczamy wysokos¢ i objetos¢ walca, ktory ma najwiekszg objetos¢:

4 2
Najwi¢ksza objetos¢ réwna 2—na2H ma walec o promieniu podstawy dtugosci r = ga
1
i wysokosci h = EH
Schemat oceniania

Rozwigzanie zadania sktada sie z trzech etapow.
a) Pierwszy etap sklada si¢ z trzech czesci:

o zapisanie zwigzku miedzy wysokoscig walca i dlugosciag promienia podstawy walca,

wysokosci ostrostupa i dlugoscig krawedzi podstawy ostrostupa: q_ h ,
a

a—r

« zdefiniowanie funkcji zmiennej r lub h opisujgcej objetoé¢ walca, np. V (r) = —EP +Hr?,
a

o okreslenie dziedziny funkcji V: r € (O; a).
Zdajacy otrzymuje 2 punkty za poprawne zdefiniowanie funkcji zmiennej r lub h opisujacej

objetos¢ walca, trzeci punkt otrzymuje za okreslenie dziedziny funkcji V.

b) Drugi etap sklada si¢ z trzech czesci:

3
« wyznaczenie pochodnej funkcji V: V’(r) = —nHr (—r - 2),
a

2
» obliczenie miejsc zerowych pochodnej funkcji V w przedziale (O; a): r= ga ,
« wyznaczenie przedzialéw monotonicznosci funkcji V, gdy r € (O; a) , 1 uzasadnienie, ze

2
w punkcie r = ga funkcja V osigga warto$¢ najwieksza.

Za poprawne rozwiazanie kazdej z czgsci tego etapu zdajacy otrzymuje 1 punkt, o ile poprzednia
cze$¢ tego etapu zostala zrealizowana bezblednie.

c) Trzeci etap. I
Obliczenie wysokosci i objetosci tego walca, ktéry ma najwigksza objetos¢: h =§H oraz

4
V=—na’H.
27

Za poprawne rozwigzanie tego etapu zdajacy otrzymuje 1 punkt.
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